Bolim 8

SageMath ile Uygulamalar

Bu boliimde farkli alanlarda SageMath uygulamalari verilmistir. Alt boliimler birbirin-
den bagimsizdir. Ilginizi cekmeyen ya da 6n bilgi gerektirdigini diisiindiigiiniiz uygu-
lamalar atlayabilirsiniz. Bu boliimiin amaci zor problemler ¢6zmek degil, ¢esitli prob-
lemleri ¢cozmemize yardimect olacak araglari basit problemlerle tanitmaktir.

8.1 Fermat Asallar

n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere,
F,=2%"+1

seklindeki sayilart diisiinelim. Pierre de Fermat 1650°de yukaridaki F, formiiliiniin sa-
dece asal say1 veren bir formiil oldugu sanisim1 ortaya atmig. Seksen yildan fazla za-
man aksini iddia eden olmamus; ta ki Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler 1732’de
bu formiiliin n = 5 icin asal olmadigini ve asagidaki gibi carpanlarina ayrilabilecegini
gosterene kadar:

22 41 = 641 x 6700417

Fermat bu sanisin1 bugiin ortaya atsaydi SageMath bir saniyeden daha kisa zamanda
Euler’in buldugunu bulurdu:

is_prime(27275+1)

False

factor(27275+1)

641 * 6700417

F, formundaki bir sayiya Fermat sayisi, eer say1 asal ise Fermat asali denir. Gii-
niimiizde bilinen sadece 5 tane Fermat asali var; bunlar da n = 0,1,2,3,4 i¢in elde
edilenler. SageMath yardimiylan = 0, 1,2, ..., 14, 15 durumlarina bakalim:
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[ (i,is_prime(2727i+1)) for i in [0..15] ]

[(0, True),
(1, True),
(2, True),
(3, True),
(4, True),
(5, False),
(6, False),
(7, False),
(8, False),
(9, False),
(10, False),
(11, False),
(12, False),
(13, False),
(14, False),

(15, False)]

Alstirma 8.1.1 p asal sayr olmak iizere M, = 27 — 1 formundaki asal sayilara Mer-
senne asali denir.

a. Ik 100 tane p asal sayist icin M, sayisinin Mersenne asali olup olmadigini bulun.

b. En kiiciik 15 Mersenne asalin listeleyin.

Not 8.1.1 Bu satirlar yaziliyorken (Eyliil 2022), son bulunani Aralik 2018’de olmak
iizere sadece 51 tane Mersenne asali bilinmekteydi (https://www.mersenne.org/
primes/).

8.2 Bir Denklem
Asagidaki denklemin 1’den biiyiik bir kokiiniin olmadigini iddia ediyoruz:
x'=2x°+10x>=1=0 8.1)

Bunu gostermek i¢in yukaridaki denklemde x = y + 1 doniisiimii yapalim. Yani x
gordiigiimiiz yere y + 1 yazalim. Sonra da gerekli genisletmeleri yapip ifadeyi sadeles-
tirelim. Tabii ki SageMath ile:

(x77-2*%x"5+10*%x"2-1) . subs (x=y+1) . expand ()

YT + Txy~6 + 19%y"5 + 25%y~4 + 15ky™3 + 114y°2 + 1Ty + 8

Islemimiz tamam. Asagidaki denklemi elde ettik:

V4750 +19y° +25y* +15° + 11y + 17y +8 =0 (8.2)
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x ve y arasindaki iligki y = x — 1 seklinde oldugundan dolay1, 8.1 numarali denkle-
min 1’den biiyiik kokiiniin olmadigini sdylemek, 8.2 numarali denklemin 0’dan biiyiik
(yani pozitif) kokiiniin olmadigini sdylemekle ayn sey. 8.2 denkleminin biitiin katsayi-
lar1 pozitif oldugundan pozitif bir y degeri, 8.2 denkleminin sol tarafini pozitif yapacak-
tir; yani higbir pozitif y degeri denklemi saglamayacaktir. Boylece 1’den biiyiik hicbir
x degeri de 8.1 denklemini saglamayacaktir.

Not 8.2.1 Bu kiiciik problem Howard Eves’in Fundamentals of Modern Elementary
Geometry [5] adli kitabinda, doniistimlerin igleri kolaylagtirdig1 6rneklerden biri olarak
veriliyor.

Ahstirma 8.2.1 f : R — R bir fonksiyon olmak iizere, f(x) = 0 denkleminin kokleri
y = f(x) fonksiyonunun grafiginin x-ekseniyle kesigtigi noktalardir. 8.1 numarali denk-
lemin I’den biiyiik kokiiniin olmadigr iddiasim grafikle destekleyin. Ayrica, soz konusu
doniisiimiin grafiksel karsiligmni yorumlayin.

8.3 Fahrenhayttan Santigrata Ceviri

Sicaklik birimleri olan fahrenhayt (°F) ve santigrat (°C) arasinda asagidaki gibi bir
iligki var:
5
C==(F-32
9 ( )

Simdi bizim i¢in bu islemi yapacak kiiciik bir SageMath programu yazip, 80 °F’1n kag
derece oldugunu hesaplayalim:

F=80
C=5/9*(F-32)
round(C,2)

26.67

Buradaki round (C,2) komutunun noktadan sonra 2 basamak kullanarak yuvarlama
yaptigini 2.6 numarali alt boliimden biliyoruz. Farkli bir fahrenhayt degeri icin benzer
sekilde sonucu bulma sansimiz olsa da, bir fonksiyon kullanmak daha kullanish ola-
caktir. Asagida FdenCye adinda bir fonksiyon olusturuyoruz:

def FdenCye(F):
C=5/9%(F-32)
print (round(C,2))

Fonksiyon tamam; hemen kullanalim:

FdenCye (80)

26.67
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Simdi biraz daha ileri gidip etkilesimli bir ara¢ yaratalim. Boylece girdi kutusuna
girilen bir fahrenhayt ifadesini hemen santigrat ifadesine ¢evirmis olacagiz.

Q@interact

def _( F=input_box(label="Fahrenhayt:",default=80,width=15) ):
C=5/9*(F-32)
print (round(C,2))

Fahrenhayt: 80
26.67

Ahstirma 8.3.1 Santigrattan fahrenhayta ceviri yapan, CdenFye adli bir fonksiyon
olusturun ve bu fonksiyonu interaktif bir ara¢ olugturmak icin kullann.

Alhstirma 8.3.2 Kullanicinin buton kullanarak C’de F’ye ve F’den C’ye segeneklerin-
den birini secerek ¢ceviri yapacag bir interaktif ara¢ olugturun. 6.6 numarali alt boliim
buton olusturmak icin yardimct olabilir.

Not 8.3.1 Bu alt boliimdekine benzer bir sekilde uzunluk, alan, hacim ve agirlik gibi
birimler icin ¢eviri araci olusturulabilirsiniz.

Alstirma 8.3.3 (Sayisal Loto) 6/49 bicimindeki loto, 49 sayidan rastgele segilecek 6
saywyt tutturmaya dayall bir oyun. Daha genel olarak, r/n bicimindeki loto da n tane
sayidan secilecek r tane sayiyi tutturmaya dayalt.

r tane sayimn tamanunt tutturma olasitligi 1/C(n, r). Sadece k tanesini tutturma
olasiligi da

C(r,k)C(n—r,r—k)
C(n,r) '

Girilen n, r ve k dogal sayilari i¢cin n sayidan r < n tanesini secerek sadece k < r
tanesini tutturma olasiligi niimerik olarak veren bir fonksiyon olusturun.

8.4 Bir Niimerik Coziim Ornegi: x2 = 2~

Bu alt boliimde matematik yazilimlarinin ¢ok yaygin kullanildig1 ve gercekten de iyi
is ¢ikardiklari bir uygulama olan denkem ¢oziimiinii basit bir 6rnek ile inceleyecegiz.
Bilindigi tizere bazi denklemlerin bazi ¢o6ziimlerini ancak niimerik olarak bulabiliriz.
Ornegin
x> =2"

boyle bir denkem. Bu denklemin biitiin reel say1 ¢oziimlerini bulmaya ¢alisalim. 2 ve 4
degerleri, verilen denklemi saglar ve bu degerlerin denklemin birer ¢6ziimii olduklari
aciktir. Acaba bagka bir ¢6ziim var m1? Bunu gormek icin denklemin iki tarafindaki
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fonksiyonlarin grafiklerini aymi1 koordinat sisteminde SageMath’e ¢izdirip ortak bir x
degerinde ayn1 degeri alip almadiklarina bakalim. Aslinda bunun anlami grafiklerin
kesisip kesigsmedikleridir. Her bir kesigim noktasinin apsisi, verilen denklem icin bir
¢Oziimdiir.

Asagidaki komut ile grafikleri ¢izdiriyoruz:

plot( [x™2 , 2°x] , (x,-3,5) )

304

254

204

15

10

Yukaridaki komut SageMath’e y = x> ve y = 2* fonksiyonlarimin grafiklerini
x = —3’ten x = 5’e kadar olan kismim ¢izdiriyor. U¢ kesisim noktas1 gériiyoruz. Bun-
lardan iki tanesi, tahmin ettigimiz gibi x = 2 ve x = 4 degerleridir. Uciincii kesisim
noktasindan anladigimiza gore bu ¢6ziim negatif bir sayidir.

4.5 numarali alt boliimden bildigimiz tizere kokii bulmak i¢in find_root komu-
tunu kullanabiliriz. Bir de kokiin, i¢inde bulundugu tahmini bir aralik girmemiz gere-
kiyor. Bu konuda grafikten destek alirsak (—1, 0) veya (-2, 0) araliklarindan biri uygun
olacaktir. (=2, 0) aralifinm1 kullanalim.

find_root( 2°x == x72, -2, 0 )

-0.7666646959621225

Boylece x? = 2* denkleminin, ikisi tam say1 olmak iizere ii¢ tane reel say1 ¢oziimii
oldugunu goriiyoruz. Tam say1 olmayan ¢6ziimiin de yaklasik degeri hemen yukarida.

Not 8.4.1 Grafiklerle ilgili renk, cizgi stili, ¢izgi kalinlig1 vb. gibi pek ¢ok secenegi 3
numaral1 boliimde bulabilrsiniz.

Alistirma 8.4.1 3% = x3 denkleminin biitiin reel sayi ¢éziimlerinin miimkiinse tam so-
nuclarini, degilse yaklasik degerlerini bulun.

Ahstirma 8.4.2 x > 0 olmak iizere e* = x° denkleminin x = e ¢oziimiinden bagka bir
coziimii var mi? Bu denklemi SageMath ile inceleyin.
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Ahstirma 8.4.3 f(x) = sin x fonksiyonunun grafigini 1 birim saga kaydirip g(x) fonk-
siyonunun grafigini elde ediyoruz. y = f(x) ve y = g(x) fonksiyonlarinin grafiklerinin
tiim kesim noktalarint bulun.

Ahstirma 8.4.4 Sekilde ABC dik iicgeni ve iiggenin iki kenarina A ve T noktalarinda
teget olan O merkezli 1 birim yaricapli yarim ¢ember goriilmektedir. Tarali bolgelerin
alanlart esit olduguna gore |AC| = x kactir?

C

Alstirma 8.4.5 x > 1 olmak iizere asagidaki ifadenin alabilecegi en biiyiik degeri
bulun:
(x _ 1)1/x

Ahstirma 8.4.6 (En Biiyiik Egim)

fonksiyonunun, egimi en biiyiik olan teget dogrusunun denklemini bulun. Verilen fonk-
siyonun ve soz konusu tegetin grafigini ayn koordinat diizleminde ¢izdirin.

8.5 Viviani Egrisi
Viviani egrisi, r pozitif bir say1 olmak iizere

x2+y2+z2=r2

denklemiyle verilen kiire yiizeyiyle
x2 4y =rx

silindir ylizeyinin kesisimiyle olugsan bir egridir. Bu alt boliimde s6z konusu kiire ve
silindirle birlikte, onlarin kesisimleri olan Viviani egrisini aym1 koordinat sisteminde
cizdirecegiz. Ozel olarak r = 2 alalim. Siz farkli bir pozitif deger secebilirsiniz.

Komutlar asagida. Grafigi fare kullanarak cevirip inceleyiniz. Ug boyutlu grafikler
icin detaylar 5.13 numarali alt bolimde.
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var("x y z t")

r=2

kure=implicit_plot3d( x"2+y~2+z"2==r"2, (x,-3,3), (y,-3,3) , (z,-3,3),
color="orange", opacity=1 , plot_points=150 )

silindir=implicit_plot3d( x~2+y~2==r*x, (x,-3,3), (y,-3,3) , (z,-3,3) ,
color="red" , opacity=.5 , plot_points=150 )

viviani= parametric_plot3d(( r*cos(t)*cos(t), r*cos(t)*sin(t), r*sin(t)
), (t,-pi,pi), color="black", thickness=4, plot_points=1000)

show(kure+silindir+viviani)

Yukarida once sirasiyla kiire ve silindiri implicit_plot3d komutuyla ¢izdiriyo-
ruz. Sonra da Viviani egrisini bu ylizeylerden bagimsiz bir seklide parametrik olarak
parametric_plot3dile olusturuyoruz. Son olarak da bu ii¢ grafigi ayni koordinat sis-
teminde gosteriyoruz. Bekledigimiz iizere egri tam da yiizeylerin kesisiminden gegiyor.

Ahstirma 8.5.1 (Simit Kesitleri) R =2 ve r = 1 olmak iizere, ii¢c boyutlu uzayda
4+ + 22+ R = )2 =4R%(x* + %)
simitini (torus) ve y = 2 diizlemini ele alalim.
a. Verilen simit ve diizlemin grafiklerini ayni koordinat sisteminde ¢izdirin.

b. Grafiklerin kesim noktalar: bir Bernoulli lemniskatt verecektir. Bu arakesiti de
ayni koordinat sisteminde gosterin.

c. Farkli R ve r degerleri icin bu durumu grafiklerle inceleyin.
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8.6 Viicut Kitle indeksi

Quetelet Indeksi ya da daha yaygin deyimiyle Viicut Kitle Indeksi (VKI) yetigkin bir
kisinin agirliginin boyuna gore normal olup olmadigini belirlemekte kullanilan bir pa-
rametredir. Bunun i¢in doku kiitlesi (kas, yag ve kemik) ve boy temel alinir ve bu pa-
rametre viicut agirhiginin (kilogram), boy uzunlugunun (metre) karesine boliinmesi ile
hesaplanir. Yani m agirlik, & boy olmak iizere VKI asagidaki gibi tanimlanir:

vKi=2
h2

VKI, insanlar1 kabaca zayif, normal kilolu, fazla kilolu ve obez kategorilerine ayir-
mak i¢in evrensel olarak kullanilmaktadir. Yaygin olarak kullanilan araliklar asagidaki
tabloda verilmisgtir:

Kategori Aralik
Zayif VKI < 18.50
Normal Kilolu 18.50 < VKI <25
FazlaKilolu 25<VKI <30
Obez VKI > 30

Kullanicinin, kilosunu ve boyunu girip VKI degerini elde edecegi interaktif bir arag
yaratalim.

Q@interact

def _(
m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),
h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )
R
print( "VKI:", round(m/h~2,2) )

Kilon (kg): | 75
Boyun (m): | 1.69

VKI: 26.26

Goriildiigii tizere kilo ve boy bilgileri, input_box (girdi kutucugu) komutu kul-
lanilarak girdi olarak isteniyor ve bu girdiler sirasiyla m ve h degiskenlerine ataniyor.
Daha sonra VKI formiiliiniinden elde edilen deger print komutuyla ekrana yazdirili-
yor. Bunu yaparken metin ve degiskenleri virgiil ile ayirdigimiza dikkat edin. Daha 6nce
de yaptigimiz gibi round komutuyla noktadan sonra iki basamak gormek istedigimizi
belirttik. Varsayilan degerleri de kilo ve boy i¢in sirasiyla 75 ve 1.69 olarak aldik.
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Kosullu Onermeler ile Kategori Bilgisi

Olusturdugumuz interaktif ara¢c bize VKI icin sadece bir say1 degeri veriyor, biz de
tablodan bakarak kategoriyi buluyoruz. Istersek bu kodlar1 biraz gelistirip programin
ilgili kategoriyi vermesini saglayabiliriz. Asagidaki programi inceleyin:

Q@interact
def _(
m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),
h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )
):
vki = m/h"2
if vki < 18.5:
kategori="Zayif"
if 18.5 <= vki < 25:
kategori="Normal"
if 25 <= vki < 30:
kategori="Fazla Kilolu"
if vki >= 30:
kategori="0bez"
print( "VKI:", round(vki,2) )
print( "Kategori:", kategori )

Yukaridaki programda bu problem i¢in if-elif-else yapisinin daha uygun olacagini
tahmin etmis olabilirsiniz. Asagidaki program tam da o yapiy1 kullaniyor ve tamamiyla
ayn1 iglevi goriiyor. Programi ¢alistirtp yorumlamay1 size birakiyorum. Kosullu oner-
meler i¢in ilgili bolim: 6.3.

@interact
def _(
m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),
h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )
):
vki = m/h"2
if vki < 18.5:
kategori="Zayif"
elif vki < 25:
kategori="Normal"
elif vki < 30:
kategori="Fazla Kilolu"
else:
kategori="0bez"
print( "VKI:", round(vki,2) )
print( "Kategori:", kategori )
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Kategori Sinirlar1 ve Seviye Egrileri

Simdi de VKI foksiyonuna biraz geometrik acidan bakalim. Ornegin Agirlik-Boy diizle-
minde hangi noktalar VK[ degerini 18.5 yapar? Bu noktalarin kiimesi, "zay1f" ile "nor-
mal kilo" kategorilerinin sinirint olusturur. Bu bir egri, hatta tam olarak % = 185

ya da daha acik bir ifadeyle m = 18.5h> parabolii olacaktir. Benzer sekilde 25 ve 30
degerleri i¢in sinirlar1 belirleyen egriler de bulunabilir ve hepsi ayni1 diizlemde ¢izile-
bilir. Bu sekilde diizlemde ii¢ tane parabol yay1 ve dort farkli kategori i¢in birer bolge
olusturabiliriz.

Ancak su yontem daha pratik olabilir: VKI = % iki degiskenli bir fonksiyon ve ii¢
boyutlu uzayda bir yiizey ifade eder. Bu yiizeyin de C bir sabit olmak iizere,

m
- C

biciminde seviye egrileri vardir. Ornegin hﬁZ = 18.5 seviye egrilerinden biridir. Yani
daha once inceledi§imiz contour_plot komutuyla ¢ok daha pratik bir sekilde tiim
sinirlart elde edebiliriz. Asagida contour_plot komutunu girdikten sonra pek ¢ok se-
cenek giriyoruz. Bu sebeple kalabalik goriiniiyor. 5.7 numarali boliimdeki segeneklere
bakilabilir.

var("m h")

contour_plot( m/h"2 , (m,40,160), (h,1.4,2.2), contours=[ 18.5, 25 ,
30], cmap="Wistia", label_fontsize=15, linestyles=’-’,
linewidths=0, figsize=10, label_inline=True, fill=True,
aspect_ratio=150, axes_labels=[ "Agirlik (kg)","Boy (m)" 1],
labels=True, label_colors=’black’ )

2.2

2.1

2.01
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Boy (m)

1.7
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151
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Yukaridaki kodlar sinirlar1 veren ii¢ seviye egrisi ve olusturduklari bolgeleri ¢iz-
diriyor. Kilo ve boy i¢in uygun araliklar, bu araliklarin anlasilir sonug vermesi igin
oranlamalar (aspect_ratio komutu) ve biraz da makyaj ile istedigimiz sonucu elde
ediyoruz. Deneyip siz de goriin.

Hangi degerler i¢in kontur ¢izdirece§imizi contours komutu ile giriyoruz. Sege-
neklerde True’lar1 False’a ¢evirerek kesifler yapin. cmaps komutu ile renk grubu belir-
liyoruz; bu eglenceli bir komut. Eksen etiketleme axes_labels ile yapiliyor. Detaylar
5.7 numarali alt boliimde.

Son olarak kontur grafigi, VKI ve kategoriyi ayni ¢iktida veren bir arag olusturalim.
Yani onceki kodlar1 birlegtirelim. Ayrica girilen m ve h bilgilerini aym grafikte bir nokta
olarak gosterelim. Asagidaki programi ¢alistirip goriin.

Q@interact
def _(

m=input_box(label="Kilon (kg):", default=75),

h=input_box(label="Boyun (m):", default=round(1.69,2) )

):

vki = m/h"2

if vki < 18.5:
kategori="Zayif"

elif vki < 25:
kategori="Normal"

elif vki < 30:
kategori="Fazla Kilolu"

else:
kategori="0bez"

var ("mm hh")

cp = contour_plot( mm/hh~2 , (mm,40,160),(hh,1.4,2.2), contours=[
18.5, 25 , 30],
label_fontsize=15,linestyles=’-’,linewidths=0,figsize=10,
cmap="Wistia",
label_inline=True,fill=True,aspect_ratio=150,colorbar=False,
axes_labels=[ "Agirlik (kg)","Boy (m)" ], labels=True,
label_colors=’black’ )

pp=point( (m,h),pointsize=50 , zorder=5, color="black" )

show (cp+pp)

print( "VKI:", round(vki,2) )

print( "Kategori:", kategori )

Ahstirma 8.6.1 Boy ile kiyaslayinca, kilo yetigkin biri icin daha miidahale edilebilir
bir degisken. Yani uygun aralikta olmak icin boyumuzu degil de kilomuzu degistirmeyi
mantikly buluruz. Soyle bir arag olusturun: Kullanici sadece boyunu girsin; boyuna
bagl olarak kilo simir degerlerini veya araliklarini ¢iktr olarak elde etsin.

Ahstirma 8.6.2 Yukarida ¢izmis oldugumuz kontur grafik dort farkli bolgeye ayrilmis
durumda. Ancak hangi bolgenin hangi gruba ait oldugu grafikte goriinmiiyor. Bu bol-
gelere ilgili metin etiketlerini yerlestirin. Detaylar 5.10 numarali alt boliimde.
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Ahstirma 8.6.3 (Cobb-Douglas Fonksiyonu) Cobb-Douglas fonksiyonu ekonomide sik¢a
kullanilan bir iiretim fonksiyonudur ve asagidaki gibi tammlanir:

0= AK*L?

Burada K ve L girdi faktorleri (genellikle, sirasiyla sermaye ve isgiicii), Q ise bu girdi-
lere bagli olarak elde edilen iiretim seviyesidir. a ve f parametreleri iiretimin sirastyla
sermaye ve is giiciine gore elastikligi olarak tammlanir. A ise sabittir.

Kullanicimin a, p ve A degerlerini girip, K-L koordinat sisteminde bazi seviye eg-
rilerini goriip tiretim seviyesi hakkinda bilgi edinecegi interaktif bir arac yaratin.

8.7 Brahmagupta Formiili

Brahmagupta Formiilii kenar uzunluklar verilen bir kirisler dortgeninin alanini veren
formiildiir. Diyelim ki kenar uzunluklari a, b, ¢, d olsun. s sayist kirigler dortgeninin
¢evre uzunlugunun yarisi, yani

a+b+c+d
2

olmak iizere, dortgenin alanini agsagidaki formiille bulabiliriz:

A=1/(s—a)s—b)(s—c)(s—d)

Brahmagupta Formiilii’niin ¢esitli ispatlar1 var. En popiiler olan: trigonometrik ispat-
tir. Bu ispat uzun sadelestirmeler ve iglemler icerdiginden, sembolik hesaplamalar icin
SageMath’in kullanilabilecegi giizel bir 6rnek.

Sekilde kenarlar1 a, b, ¢, d olan bir kirigler dortgeni goriiyoruz. Amacimiz, bu dort-
genin alani a, b, ¢, d cinsinden ifade etmek ve bu ifadenin yukarida verilen A’ya 6z-
des oldugunu gostermek. Dortgenin alanina S diyelim. [AC] kdsegeninin uzunlugu k,
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ABC agist a derece olsun; boylece ADC agist (180° — ) olacakur. Dértgenin alani
ABC ve ADC iiggenlerinin alanlarinin toplamidir. Uggenlerin alanlari i¢in Siniis Alan
Teoremi’ni kullanirsak:

S = A(ABC) + A(ADC)
= %ab sina + %cd sin (180° - a)

Buradan, agagidaki sonug elde edilir:
S = %(ab + cd)sina (8.3)

S’yi bulduk, ama heniiz tam olarak kenar uzunluklariyla ifade edilmis degil. a agisin-
dan kurtulmamiz lazim. Bunu Kosiniis Teoremi yardimiyla yapiyoruz. ABC ve ADC
ticgenlerinde, B ve D agilariyla Kosiniis Teoremi’ni kullanip k’y1 elimine edersek:
a® +b* —2abcosa = ¢* + d* — 2cd cos (180° — a)
A+ b2 —c*—d?=2ab+cd)cosa

Her iki tarafi 4’e bolelim:
% (> +b*—c* —d*) = %(ab +cd)cosa (8.4)

Simdi de (8.3) ve (8.4) denklemlerinin her iki tarafinin karelerini alarak taraf tarafa
toplayip S2’yi cekersek asagidaki ifadeyi elde ederiz:

st=—L (@ -2 - )+ Lab+cay (8.5)
16 4
Amacimiz S’nin A’ya dzdes oldugunu gostermek. Ikisi de pozitif sayilar oldugun-
dan $%’nin A%’ye esit oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Formiildeki s ifadesini kenarlar cinsinden yazarsak A2 asagidaki gibi olur:

A2=—%(a+b+c—d)(a+b—c+d)(a—b+c+d)(a—b—c—d) (8.6)

Bu iki karmagik ifadenin, yani (8.5) ve (8.6) denklemlerinin sag taraflarinin birbirine
0zdes oldugunu gostermek istiyoruz. Bunu SageMath yapacak. Asagidaki kodlarda ifa-
delerin birine alan1 digerine de alan?2 diyoruz. bool komutu ile bu iki ifadenin 6zdes
olup olmadiklarini sorguluyoruz; ve True yanitini aliyoruz:

var(" sabcd™")

alanl=-1/16*(a"2+b"2-¢c"2-d"2) "2 + 1/4x(axb+c*d) "2
alan2=((s-a)*(s-b)*(s-c)*(s-d)) .subs(s=(a+b+c+d)/2)
bool( alanl == alan2 )%

True
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Not 8.7.1 Bu sadelestirmeyi bool komutuna alternatif olarak agagidaki sekilde de ya-
pabiliriz:

(alanl-alan2) .simplify_full()

0

Ahstirma 8.7.1 (Heron Formiilii) Brahmagupta formiiliiniin d = 0 icin dzel durumu
iicgenin alanini bulmak icin kullanilabilir. Kenar uzunluklart a, b, ¢ birim ve

_a+b+c
2

olmak iizere, iicgenin alanini veren asagidaki formiile Heron formiilii denir:

A= \/s(s —a)(s—b)(s—c)

Ucgenin kenar uzunluklar girildiginde alanint hesaplayan bir arag olusturun. Ayrica,
girilen kenar uzunluklar: bir iicgen olusturmuyorsa bu aracwn, kullaniciyr uyarmasini
istiyoruz. if-else yapisi ve iicgen esitsizligi konusunda yardimci olabilecek detaylar
6.3 numarali alt boliimde.

8.8 Jordan Esitsizligi

0<x< g olmak {izere agagidaki esitsizlik Jordan esitsizligi olarak bilinir:

2 .
—x<smx <Xx
b4

Geometrik bir bakis agisiyla bu esitsizlik sunu soyliiyor: Verilen aralikta y = sinx
fonksiyonunun grafigi, y = 2xile ¥y = x dogrularinin grafikleri arasinda kalir. Bu ii¢
fonksiyonun grafigini s6z konusu aralikta ¢izdirelim:

plot( [2/pi*x , sin(x) , x ] , (x,0,pi/2) )

16
14 ]
12
1.0 —
0.8 4
0.6
0.4 4

0.2 q

T T T T T T T d
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 16
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Gergekten de y = sinx fonksiyonun grafigi esitsizlikte verilen iki dogru arasina
sikismig durumda. Ayrica, grafikteki kesisim noktalarindan anladigimiza gore x degis-
keninin tanimlandig1 araligin u¢ degerlerinde esitlik durumlari oluguyor: x = 0 oldu-
gunda ii¢ fonksiyon birbirlerine esit ve sifir oluyorlar; x = % durumunda da y = sinx

vey = %x fonksiyonlar1 ayn1 anda 1 degerine, boylece birbirlerine esit oluyorlar.

Bu resim ikna edici olsa da matematiksel bir ispat olmaktan ¢ok uzak diye diisii-
nebilirsiniz. Bunun felsefesini burada yapmayalim ama bu konuda biraz kafa yormak
isteyenlere James Robert Brown’in Proofs and Pictures (Ispatlar ve Resimler) [3] adl
makalesini Onerebilirim.

Alistirma 8.8.1 (Kober Esitsizligi) 0 < x < % olmak iizere

2
cosx >1—=x
T

egitsizligini gorsellestirin.

Not 8.8.1 Kober esitsizligi Jordan esitsizliginin 6zel bir hali. Bunu x — % — x donii-
siimiiyle gorebilirsiniz.

Ahstirma 8.8.2 (Bernoulli Esitsizligi) r > 1 ve x > —1 olmak iizere, asagida Berno-
ulli esitsizliginin bir varyanti var:

IT+x)>1+rx

Bu egsitsizlik icin etkilesimli bir arag yaratin ve boylece pek ¢ok r reel sayisi icin ikna
edici grafikler cizdirin.

Alistirma 8.8.3 Her x > 0 reel sayist icin x* > x. Bu esitsizligi gorsellegstirin.

8.9 Tiirevin Geometrik Anlami: Tegetin Egimi

Bu alt boliimde, verilen bir f fonksiyonu ve x, degeri i¢in teget dogrusunun denklemini
ve grafigini veren etkilesimli bir ara¢ yaratacagiz. Bunun igin tlirevin geometrik anla-
mint hatirlayalim: x(, noktasinda tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonu i¢in f/(xy) = m
demek, y = f(x) fonksiyonunun grafigine x = x degerinde cizilen teget dogrusunun
egimi m demektir.

Asagida bir program ve onun ¢iktisini goreceksiniz. Sonrasinda da bazi komutlara
dair yorumlar var. Etkilesimli arag icin detaylar1 6.6 numaral1 alt boliimde bulabilirsiniz.

x, y = var("x y")

Q@interact

def _(f=input_box(label="$f(x)$",default= 1/(1+x"2) - x~3 ,width=50 ),
x0=input_box(label="$x_0$",default= 1/2,width=30 ),
x_aralik=input_box(label="$x$ araligi",default=(-1,2) , width=30),
y_aralik=input_box(label="$y$ araligi",default=(-1/2,1) ,width=30),
fs=slider( [1..10] ,label="Grafik Boyutu",default= 5 ),
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axes_check=("Eksenleri Géster", True)
R
a=x_aralik[0]
b=x_aralik[1]
c=y_aralik[0]
d=y_aralik[1]
D=diff (f,x)
egim=D.subs (x=x0)
yO=£ (x=x0)
teget=plot (egim* (x-x0)+y0, (x,a,b) ,ymin=c,ymax=d,color="grey")
plo=plot(f, (x,a,b), ymin=c,ymax=d,color="brown" ,
aspect_ratio=1,figsize=fs )
show(plo+teget, frame=not axes_check,
axes=axes_check,axes_labels=["$x$","$y$"] )
show( LatexExpr (r"\text{Fonksiyon: } y="),f)
show( LatexExpr(r"(x_0,y_0)= "), (x0,y0))
show( LatexExpr(r"\text{Teget Dogru: } y="), (egim*x-egim*x0+y0) )

f(x) | %3+ Uxr2 + 1)
xo | 12
x arahgi | (-1, 2)
yarahgi| (-1/2,1)
Grafik Boyutu 5

Eksenleri Goster

Y

N Lo
0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1 \

-1.0 -0.5 02 0.5 1}\ 1.5 2.0

-0.4 ] \

1

S

Fonksiyon: y = —x* +
x2+1

1 27
(X0, y0) = :-E

139 137
Teget Dogru: y = ~T00 ¥ + 100

Yukaridaki programa dair bazi agiklamalar:
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1. f fonksiyonu, x; noktasi ve ¢ergeveyi olusturacak x ve y araliklar1 input_box
komutu ile kullanici tarafindan girilecek sekilde ayarlaniyor.

2. Kullanicinin, grafik boyutunu kaydirgac (slider) ile ayarlamasini istiyoruz.

3. Onay kutusu (checkbox), eksenler ve gerceveyi gosterip gizlemek i¢in kullanila-
cak.

4. Girilen x aralig1 (a, b), y aralig1 da (c, d) olacak sekilde deger atamalarint yapi-
yoruz.

5. f fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevine D diyoruz ve hemen sonra da D
ifadesinde x = x(, uyguluyoruz. Bu sekilde f’(x,) degerini, yani egimi buluyoruz
ve bunu egim adli degiskene atiyoruz.

6. Sonrada egim, x0 ve yO degerlerini kullanarak ad1 teget olan teget dogru denk-
lemini olusturuyoruz.

7. Grafikleri, girilen a,b, c,d sayilariyla sinirlanmis sekilde ¢izdiriyoruz.

8. I&TEX ifadesi kullanma imkani veren LatexExpr komutuyla gerekli bilgileri ek-
randa gosteriyoruz.

Diger komut ve se¢eneklerin yorumu okuyucuya birakilmigtir.

Ahstirma 8.9.1 Kullanicinin y = f(x) fonksiyonunu girince kaydirgag¢ kullanarak en
fazla 2 birim saga ve 2 birim sola kaydiracagi bir grafik elde etmesini istiyoruz. Boyle
bir interaktif ara¢ olusturun.

Alistirma 8.9.2 Girilen bir f fonksiyonu icin f~" fonksiyonunu ( f fonksiyonunun tersi)
ayni koordinat sisteminde ¢izdiren bir interaktif ara¢ olusturun. Ters fonksiyonu goste-
rip gizlemek icin onay kutusu (checkbox) kullanin. Eksen araliklar: ve grafik boyutu da
kullanici tarafindan degistirilebilir olsun.
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8.10 Dik Koridor Problemi

3 m

\ P(3,2)

3 R(t,0)

Sekilde yukaridan goriintiisii verilen dik koseli koridordan, ¢elik diiz bir boru (bo-
runun kalinligin1 ihmal ediyoruz) yere paralel tutulacak sekilde gecirilecektir. Koridor
genislikleri 3 metre ve 2 metre olduguna gore, borunun boyu en fazla hangi uzunlukta
olabilir?

Bu boliimde yukaridaki probleme SageMath yardimiyla cevap verecegiz. Sezgisel
olarak, aranan en uzun borunun duvarlara P, Q ve R noktalarinda degecegi agiktir.
Aslinda P(3,2) noktasindan ge¢ip x eksenini # > 3 noktasinda kesen dogrulardan QR
dogru parcasini en kisa yapan durumla ilgileniyoruz. Benzer iicgenlerden yararlanarak

veya dogru denklemini kullanarak O = (0, i—g ) oldugunu bulabilirsiniz. Boylece |OR|
uzunlugu ¢ degiskenine bagh asagidaki L(¢) fonksiyonu olacaktir:

2
|OR| = L(t) = 1/ + (i>
t-3
Yukaridaki resimden ya da denklemden goriilecegi gibi, biiyiik # degerleri ve 3’e
yakin ¢ degerleri L(#) uzunlugunu biiyiik yapacaktir. Biz L() uzunlugunu en kisa yapan
t degeri ile ilgileniyoruz.

Not 8.10.1 Karekok fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan karekokiin i¢ini mi-
nimum yapan ¢ degeri, kendisini de yani |QR| degerini de minimum yapar. Boylece
verilen L fonksiyonunda karekokiin i¢ini en kii¢iik yapan ¢ degerini bulup daha sonra
L(t) degerini bulabilirsiniz. Ama biz karekoklii sekliyle iglemlerimizi yapacagiz.

Simdi L(t) fonksiyonunun grafigini ¢izip uzunlugun ¢ degiskenine gore nasil degis-
tigini gorelim:
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var("t")

rr=t

qq=2*t/(t-3)

L(t)=sqrt(rr~2+qq~2)

plot( L , (t,3,12) ,ymax=15, ymin=0 )

14

124

104

Grafikten gozlemlediimize gore L(t) fonksiyonunun ilgili aralikta bir tane mini-
mum degeri var. Simdi de bu degeri bulmak icin fonksiyonun tiirevinin sifir oldugu ¢
degerini bulmaya calisalim:

cozum=solve(diff (L(t),t)==0,t)
show (cozum)

1 1 1
[l:—%~123<i\/§+1>+3,t=—%-12§<—i\/§+1>+3,t=125 +3,z=o]

Coziim kiimesinden anladigimiza gore iki tane reel kok var ve bunlardan ¢ = 0
durumu ¢ > 3 kosulunu saglamadigindan uygun degil. Bu durumda istedigimiz ¢oziim
sondan ikinci ¢6ziim, yani:

show(cozum[-2])

1
t=123 43

Bu degeri L fonksiyonuna uygulayalim:

L(t) .subs(cozum[-2]) .show()

2

|—

V'

1 1 2 1
: 125(125 +3> + (123 +3)
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Son olarak da niimerik yaklasik sonucu n () komutu ile bulalim:

L(t).subs(cozum[-2]).n()

7.02348237921997

Not 8.10.2 Eger P noktasini (a, b) gibi genel bir nokta olarak alacak olursak problemi
sembolik hesaplamalarla ¢dzebiliriz. Bu durumda en kiiciik degerini istedi§imiz fonk-
siyon

L) = 12+< tb )2

t—a

olacaktir.

Ahstirma 8.10.1 (Genel Durum) Verilen problemi genel P(a,b) durumu icin ¢oziin

ve sonucun
3

<a§+b§>2

ifadesine esit oldugunu sembolik hesaplamalarla gosterin.

Alistirma 8.10.2 (iki Gemi) Koordinat diizleminde biri A(200,0) noktasindan kuzeye
50 km/saat, digeri B(0, 100) noktasindan kuzeydoguya 70 km/saat hizla aynt anda ha-
rekete baglayan iki gemi diisiiniin. Gemilerin birbirlerine en yakin oldugu an ne zaman
olur? O anda aralarindaki mesafe ka¢c km’dir? (Bu soruya cevap vermek icin mesafe-
nin zamana bagl fonksiyonunu ve bu fonksiyonun alacagi en kiiciik deger bulunmalidir.
Grafik ile sonuglari destekleyin.)

8.11 Sophie Germain Asallar
p bir asal say1 olmak iizere, eger 2p+ 1 sayisi da asal ise p asalina Sophie Germain asali
denir (kisaca SGA diyelim). Ornegin 5 say1s1 SGA’dir, ¢iinkii 5’in kendisi asal oldugu

gibi 2 X 54+ 1 = 11 sayis1 da asaldir.
Bu alt boliimde SGA ile ilgili asagidaki ii¢ uygulamay1 yapacagiz:

1. Bir sayinin SGA olup olmadigini veren bir program.
2. 11k 100 asal sayidan SGA olanlar1 listeleyen bir program.

3. 11k 100 tane SGA’y1 listeleyen program.

Aligtirma yapmak isterseniz bu ii¢ uygulamayr once kendiniz yapmay1 deneyebi-
lirsiniz. Bu uygulamalarda kullanacagimiz temel komutlar sirasiyla if, for ve while
komutlaridir.




8.11. Sophie Germain Asallart 159

SGA mi, Degil mi?

Bu uygulama icin is_sga diye bir fonksiyon tanimlayalim:

def is_sga(p):
if is_prime(p)==True and is_prime (2*p+1)==True:

print (True)
else:
print (False)
is_sga(5)
True

Yukaridaki basit algoritma sunu yapiyor: Eger p ve 2p + 1 sayilar1 asalsa ekrana
True yaz, degilse False yaz.

Ik » Tane Asaldan SGA Olanlar

Asagidaki program da ilk n tane p asaliicin 2p+ 1 de asalsa ekrana p asalim yazdiriyor.
Yani p asalinin SGA oldugu durumda onu ekrana yazdiriyor.

def sga(a):
for i in range(a):
p=Primes () [1i]
if is_prime(2*p+1)==True:
print(p, end=" ")
sga(100)

2 35 11 23 29 41 53 83 89 113 131 173 179 191 233 239 251 281 293 359
419 431 443 491 509

Ik » Tane SGA

Simdi de ilk n tane SGA’y1 veren bir program yazalim. Tanimladigimiz foksiyonun adini
oncekilerden farkli olsun diye SGA diye adlandiralim.

def SGA(m):

sga_liste=[]

k=0

while len(sga_liste)<m:
asal=Primes () [k]
if is_prime(2*asal+1)==True:

sga_liste.append(asal)

k=k+1

print(sga_liste)

Yukaridaki programi soyle yorumlayabiliriz: sga_liste adinda bos bir listeyle ige bas-
liyoruz. Bu listeye SGA testinden gegen sayilar ekleyecegiz. Aslinda 2p + 1 testinden




160 Boliim 8. SageMath ile Uygulamalar

gecen asallart demek daha dogru. Bu sga_liste listesinin eleman sayis1 m’den kii-
¢lik oldugu siirece bir sonraki asal sayiy1 testten gegirecegiz. Bir sonrakine gegis i¢in
k sayacini 1 arttirtyoruz. while komutu ile ilgili detaylar1 6.5 numarali alt bolimde
bulabilirsiniz. Programi daha detayli incelemek okuyucuya kalsin.

SGA(100)

[2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191, 233, 239,
251, 281, 293, 359, 419, 431, 443, 491, 509, 593, 641, 653, 659,
683, 719, 743, 761, 809, 911, 953, 1013, 1019, 1031, 1049, 1103,
1223, 1229, 1289, 1409, 1439, 1451, 1481, 1499, 1511, 1559, 1583,
1601, 1733, 1811, 1889, 1901, 1931, 1973, 2003, 2039, 2063, 2069,
2129, 2141, 2273, 2339, 2351, 2393, 2399, 2459, 2543, 2549, 2693,
2699, 2741, 2753, 2819, 2903, 2939, 2963, 2969, 3023, 3299, 3329,
3359, 3389, 3413, 3449, 3491, 3539, 3593, 3623, 3761, 3779, 3803,
3821, 3851, 3863]

Ahstirma 8.11.1 (Goldbach Samis1) Say:ilar teorisindeki en popiiler ¢coziilmemis prob-
lemlerden biri olan Goldbach sanist diyor ki: 2’den biiyiik her ¢ift sayi iki tane asal
sayin toplamu seklinde yazilabilir. Ornegin 28 ¢ift sayisi 5 ile 23 asallarinin toplami
oldugundan bu iddiayt saglar.

Girilen bir ¢ift sayt icin toplamlart bu ¢ift sayt olan iki asal sayt bulmaya ¢caligan
bir program yazin.

Ahstirma 8.11.2 (Bertrand Postulati) Bertrand postulatinin ifadesi soyle: 1’den bii-
yiik her ndogal sayisticin n ile 2n arasinda bir asal sayt vardir. 1845 ’te Joseph Bertrand
tarafindan ortaya atilan bu postulat, Chebyshev tarafindan 1852 yilinda ispatlandi.
Boylece bu onermeye bir teorem diyebiliriz.

Kullanicumin girdigi bir n degeri icin n ile 2n arasinda bir asal sayt veren bir fonk-
siyon ve bu foksiyonu kullanarak bir interaktif arag olusturun.

8.12 Cassini Egrileri

Elipsin geometrik yer ile ifade edilen tanimini hatirlayalim: Diizlemde verilen iki nok-
taya uzakliklar1 toplami sabit olan noktalarin geometrik yerine elips denir. Bu tanimda
"toplam1"” yerine "carpimi” yazarsak ne olur? Bu problem 1680 yilinda Giovanni Dome-
nico Cassini adinda Italyan bir astronom matematikci tarafindan incelenmis ve olusan
egriler de ismini bu matematik¢iden almas.

S6z konusu noktalar P; ve Py, b > 0 bir sabit say1 olmak iizere |PP,| X |PP,| = b?
kosulunu saglayan P noktalarinin kiimesi bir Cassini egrisi olacaktir. P; ve P, nokta-
larina egrinin odaklar denir.

Odak noktalarim koordinat diizleminde P;(—a,0) ve P,(a,0) olarak alip uzaklik
formiiliinii kullanacak olursak, egrinin denklemi soyle olur:

((x —a)’ + yz) ((x +a)’ + y2) =p
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Burada e = S orani sabit kalacak sekilde a ve b sayilarin1 degistirirsek, benzer
(yani, biri digerinin diizgiin biiyiitiilmiis ya da kiiciiltiilmiis hali) Cassini egrileri bu-
luruz. Bu e orami egrinin karakterini belirler. e < 1, e = 1 ve e > 1 durumlar farkli
karakterde grafikler verir. Asagidaki kodla e = 1.1 durumunu ¢izdiriyoruz:

var("y b")

a=1

b=1.1

implicit_plot( ((x-a) 2+y~2)*((x+a) 2+y"2)==b"4 , (x,-2,2), (y,-2,2) )

2.0

1.5+

1.0

0.5 7

0.0 1

—0.5 4

—=1.01

_1.5_

2.0 4
T T T T T T T T T
-20 -15 -1.0 =05 00 05 1.0 15 2.0

Simdi de sadece b degerini degistirip e = 0.1’den e = 2’ye kadar 0.1’lik adimlarla
pek cok Cassini egrisi ¢izdirelim. Asagida bunun i¢in yazilmis, ayni islevi goren farkli
iki kod var. ik programda farkli b degerlerine karsilik gelen grafikler += komutuyla
biriktiriliyorken, ikinci programda bu islem sum komutuyla yapiliyor:

resim=plot ([])
for b in srange(.1,2,.1):
resim += implicit_plot( ((x-1)"2+y~2)*((x+1)"2+y~2)==b"4, (x,-3,3),
(y,-3,3) , linewidth=.5 , plot_points=400 )
show(resim)

var("y b")

sum( implicit_plot( ((x-1)"2+y~2)*((x+1)"2+y~2)==b"4 , (x,-3,3),
(y,-3,3), linewidth=.5 , plot_points=400 ) for b in
srange(0.1,2,.1) )




162 Boliim 8. SageMath ile Uygulamalar

Not 8.12.1 e < 1 durumu iki tane kapali simetrik egri veren durumdur. e > 1 oldugu

durum ise bir tane kapali egri verir ve bu kapali egri e > \/5 durumunda digbiikeydir.

Not 8.12.2 (Bernoulli’nin Lemniskat1) e = 1 oldugu durum yatay 8 seklindeki du-
rumdur ve bu egriye Bernoulli’nin Lemniskati denir.

Alistirma 8.12.1 (Interaktif Arac) Cassini egrilerini 0.1 < e < 2 araliginda 0.05’lik
adimlarla gormemizi saglayacak kaydirgagl interaktif bir arag olugturun.

Ahstirma 8.12.2 (Animasyon) Cassini egrilerini 0.1 < e < 2 araliginda 0.05’lik

adimlarla gormemizi saglayacak bir animasyon olusturun.

8.13 Bir Ask Hikayesi

Bu boliimde Steven Strogatz’in 1988’de Harvard Universitesi tarafindan yayimlanan
Mathematics Magazine adli dergideki makalesini [9] biraz yerellestirip Leyla ile Mec-
nun’un agk hikayesini modelleyen basit bir diferensiyel denklem sistemi olusturacagiz.
Soyle sagliksiz bir iligkileri oldugunu varsayalim: Mecnun Leyla’nin sevgi ya da nefre-
tine benzer tepkiyi veriyorken, Leyla Mecnun’un sevgi ya da nefretine karsit bir tepki
veriyor. Ornegin Leyla Mecnun’u sevdikce Mecnun da onu seviyor, Leyla ilgisizken o
da ilgisizlesiyor. Diger taraftan, Mecnun Leyla’y1 sevdik¢e Leyla’nin ilgisi azalmaya
bagliyor, Mecnun ilgisini kaybedince de Leyla’nin ilgisi artiyor.

L fonksiyonu Leyla’nin Mecnun’a olan sevgi (pozitif deger) ya da nefret (negatif
deger) duygusunu, M fonksiyonu da Mecnun’un Leyla’ya olan sevgi ya da nefret duy-
gusunu ifade etsin. Asagidaki diferensiyel denklem sistemi Leyla ile Mecnun iligkisini
modelleyebilir:
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dL _
dt
M

dt

)

8.7)

Ornegin Mecnun Leyla’y1 seviyorken, yani M pozitif iken, ilk denklemde L’nin tii-
revinin negatif olacagini, buradan da Leyla’nin sevgisinin azalacagini gorebiliriz. Ben-
zer gozlemleri size birakalim ve birbirlerine olan sevgileri 1’er birim iken nasil bir hayat
onlar1 bekliyor gorelim. Yani sistemi L(0) = 1, M (0) = 1 baslangi¢ kosuluyla ¢dzelim.
Once diferensiyel denklem sistemini SageMath’e tamitalim. Tlgili baz1 detaylar icin 7.15
ve 7.18 numarali alt boliimleri inceleyebilirsiniz.

var("t")

L = function("L") (t)

M = function("M") (t)
difdenkl= diff(L,t)==-M
difdenk2= diff(M,t)==L

Denklem sistemini tanittik. Simdi de desolve_system komutuyla sistemi ¢ozelim.
L(0) =1, M(0) = 1 baslangi¢ kosulunu [0, 1, 1] olarak yazdigimiza dikkat edin.

difdenkcozum = desolve_system( [difdenkl,difdenk2], [L,M], [0,1,1] )
show(difdenkcozum)

[L () =cos(t) —sin(t), M (¢) = cos (¢) + sin (¢)]

Boylece (8.7) diferensiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinii parametrik olarak elde
etmig olduk.

Coziimiin Grafigi ve Yorumu

Yukarida elde ettigimiz ¢Oziimiin grafigi asagidaki parametrik egri (bu problem i¢in
¢cember) olacaktir:

var("t")
parametric_plot( [difdenkcozum[0].rhs() , difdenkcozum[1].rhs() ] ,
(t,0,10), axes_labels=["Leyla","Mecnun"], aspect_ratio=1, ).show()
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Bu baslangi¢c deger problemini L(0) = 1, M(0) = 1 igin ¢ozdiik. Yani Leyla-
Mecnun koordinat sisteminde, (1, 1) noktasi ile baglarsak neler olacaginin grafigini go-
riiyoruz. Daha agiklayici olmasi agisindan vektor alanini da grafige ekleyelim ve du-

rumu yorumlayalim:

var("t L M")

pl=parametric_plot( [difdenkcozum[0].rhs() , difdenkcozum[1].rhs() ]
(t,0,10), axes_labels=["Leyla",'"Mecnun"], aspect_ratio=1, )
p2=plot_vector_field( (-M,L), (L,-2,2), (M,-2,2), aspect_ratio=1 )

show (p1+p2)
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Birbirlerine olan sevgileri 1’er birim olarak baglarsa, bu pozitif degere karsilik Mec-
nun’un sevgisi artacakken, Leyla’ninki azalacaktir. Yani grafikte (1, 1) noktasindan bag-
lay1p saat yoniiniin tersine bir hareket olacaktir. L negatif oldugunda Mecnun’un sevgisi
de azalmaya baglayacak ve bir siire sonra (M negatif oldugunda) Leyla’nin sevgisi ar-
tacaktir. Buna kargilik Mecnun’un sevgisi tekrar artacak, Leyla’nin tekrar azalacak ve
bu dongii bir 6miir siirtip gidecektir.

Ahstirma 8.13.1 (8.7) diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimii olarak elde edilen, za-
mana bagly L(t) ve M (t) fonksiyonlarini ayni koordinat sisteminde ¢izdirip yorumlaymn.
Bu konuda 3.11 numarali alt boliim yardimct olabilir.

Ahstirma 8.13.2 Asagidaki diferensiyel denklem sistemi veriliyor:

dx__z y
- 273
vy _x_ Yy
dt 3 3

x(0) =1, y(0) = % baslangi¢ kosuluyla baslangi¢ deger problemini ¢oziin ve ¢oziimiin
grafigini sistemin vektor alantyla birlikte ¢izdirip ¢dziimii yorumlaymn.

8.14 Lojistik Fonksiyon

Asagidaki dzyineli (recursive/rekiirsif) fonksiyonu diistinelim:

Xn+1 = f(xn)

Bir x, degeri verilmis olsun. Bu durumda:

X1 = f(xo),
Xy = f(x)) = f(F(x) = f2(x0),
x3= f(x) = f(f2(x0)) = £3(x0)

xe=f k(xo)
olur. Bu bilegke iglemleri sonucunda yoriinge dedigimiz
{X0s X1, X0, X35 een s Xpyonn )

dizisini elde ederiz.
Bu alt boliimiin amaci Lojistik fonksiyon denilen meghur

Xpp1 =1x,(1 —x,)

ozyineli fonksiyonunun farkli » parametre degerleri icin davranigini, yani ne tip yoriin-
geler verdigini hem niimerik olarak incelemek hem de daha anlasilir olmasi agisindan
zaman serisi ile gorsellestirmektir.

f(x)=rx(1-x)
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alip 6rnegin r = 3.1 ve x, = 0.5 degerleri i¢in X1, x,, X3,...,X;( degerlerini bulalim.
Tabii ki bu sikici iglemi bir for dongiisii ile yapacagiz:

r=3.1

x0=.5

f=r*x*(1-x)

L=[x0]

for i in range(10):
L.append( f(x=L[-1]) )

show (L)

[0.500000000000000, 0.775000000000000, 0.540562500000000,
0.769899519140625, 0.549178173659744, 0.767502672430025,
0.553171192752663, 0.766235755209903, 0.555267420208218,
0.765531088016937, 0.556429048019278]

Elde ettigimiz x; degerlerini k degerleriyle birlikte ayn1 tabloda gosterelim:

T=[ (i,L[i] ) for i in range(10) ]
table(T ,header_row = ["$k$", "$x_k$"] )

Xk

0.500000000000000
0.775000000000000
0.540562500000000
0.769899519140625
0.549178173659744
0.767502672430025
0.553171192752663
0.766235755209903
0.555267420208218
0.765531088016937

O 00 I WA WN = O x

Tabloda verilen bilgileri biraz daha somutlagtiralim ve liste grafigi olarak gostere-
lim:

list_plot(L, plotjoined=True)
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0.75 4
0.70
0.65
0.60

0.55 4

0.50 4

Elde ettigimiz grafik r = 3.1 degeri i¢in. Simdi de 0 < r < 4 olmak iizere, pek ¢ok r
degeri icin denklemin davranisini gdzlemleyebilecegimiz bir interaktif ara¢ yaratalim:

var("r £ x0 L")

Q@interact

def _( f=input_box( label="$f$", default=r*x*(1-x) ),
param=slider( srange(2.7,4,.001) ,label="$r$",default= .5 ),
x0=input_box( label="$x_0$",default=.5 ),
iterasyon=input_box( label="iterasyon", default=(0,10) )

f=f (r=param)
L=[x0]
for i in [1..iterasyon[1] ]:

L.append( f(x=L[-1]) )
gosterL=[ (k,L[k]) for k in [iterasyon[0]..iterasyon[1] ] 1]
graf=list_plot(gosterL, plotjoined=True ,ymax=1,ymin=0 )
show (graf)
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| -rx-1x
r 3.7019999999¢
X0 | 0.500000000000000

iterasyon | (100, 150)

1.0

0.8

0.6 1

0.4 4

0.2 4

0.0 4

100 110 120 130 140 150

Yukaridaki programda pek yeni bir sey yok aslinda. Kulanicinin » parametresi olarak
girdigi degeri param degigkenine atiyoruz ve bu degeri de £=f (r=param) satiriyla f
fonksiyonuna uyguluyoruz.

Bu interaktif araci kullanarak farkli r degerleri i¢in Lojistik denklemin ne kadar
farkli davramiglar sergiledigini gdzlemleyebilirsiniz. Buna kaotik davranig da dahildir.

Ahstirma 8.14.1 (Collatz Samis1) 1 'den biiyiik pozitif bir tam sayt segin. Sayi ¢ift ise
2’ye boliin, tek ise 3 ile carpip 1 ekleyin. Elde ettiginiz yeni sayiya aynt seyi uygulaymn.
Cift ise 2’ye boliin, tek ise 3 ile carpip 1 ekleyin. Mesela 34 ile baslayalim ve bu kurali
uygulayalim:

34 -517-552-526-13-40-520-10-5->16-8—-4->2->1

Collatz sanist diyor ki, bu islemi yeteri kadar sayida uygularsaniz biitiin baslangi¢ de-
gerleri igin 1 sayisina ulasirsiniz. Collatz samsimin ifadesi oldukca basit ve anlagsiir
olsa da giiniimiize kadar ispatlanamamuistir ve bu sani matematikteki ¢oziilememis en
iinlii problemlerden biridir.

a. Kullanmicimin girdigi sayrya tekrar tekrar yukaridaki kurali uygulayip elde ettigi
sayilar listeleyen bir program yazin. Ayrica, zaman serisi kullanarak bu listeyi
gorsellestirin.

b. Ilk 1000 tane dogal saywn bu saniyi sagladigini SageMath yardimiyla gosterin.

Alistirma 8.14.2 (Gog Problemi) izmir ve Istanbul’un niifuslart sirasiyla 4.4 ve 15.5
milyondur. Varsayalim ki her sene Izmir’in niifusunun yiizde 2’si Istanbul’a, Istanbul’un
niifusunun da yiizde 1’i Izmir’e go¢ ediyor. Yiiz yil sonra bu gehirlerin niifuslar: nasil
olur? Iki sehir icin senelik degisimleri tablo ve zaman serisi olarak gosterin.
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8.15 Dogum Giinii Problemi

Bir odada 23 kisi var. Bu odadaki birilerinin ayn1 dogum giiniine sahip olma olasili1 %
50 gibi bir sey. Kisi sayis1 75 olsaydi bu olasilik % 100’e yakin olacakti. Sasirtict ama
gercek.

Bu boliimde #» kisilik bir grupta en az iki kisinin ayn1 dogum giiniine sahip olma
olasiligin1 SageMath yardimiyla hesaplayacagiz. Birkag varsayimla baglayalim: Grupta
ikiz, ti¢iiz vb. olmadigini, yilin 365 giin ve dogum giinlerinin es olast oldugunu varsa-
ylyoruz.

Daha somut olmasi agisindan, ilk olarak grubun 23 kisi oldugu durumu inceleyelim;
sonra genelleriz. Bu grupta en az iki kisinin ortak dogum giiniine sahip olmasi olayina
A diyelim. Bu durumda hi¢ kimsenin ortak dogum giiniine sahip olmamasi1 olay1 A’nin
tiimleyeni yani A€ olacaktir. Bizim amacimiz A’nin olasiligini, yani P(A) degerini bul-
mak. Bunun i¢in 6nce hesaplamasi daha kolay olan P(A¢) olasiligin1 bulacagiz sonra
da

P(A)=1—- P(A°) (8.8)

esitliginden istedigimiz olasilig1 bulabiliriz. A€ olayini, yani hi¢ kimsenin ayn1 dogum
giiniine sahip olmamast durumunu soyle ifade edelim: 2’nci kisinin 1’inci kisiden farkli,
3’{incii kisinin 2 ve 1’inci kisilerden farkli, 4 {incii kisinin 3, 2 ve 1’inci kisilerden farkli
ve benzer sekilde 23’{incii kisinin de 22’nci, 21’inci, ..., 2’nci ve 1’inci kigilerden farkli
dogum giiniine sahip olmasi durumu. Matematiksel olarak 2’inci kisinin 1’inci kisiden
farkli olma olasilig1 1 — % = % olacaktir. 1’incinin 2’nciden farkli olmas1 kosuluyla
3’{inciiniin diger ikisinden farkli olma olasilig1 1 — % = % olacaktir. Benzer sekilde
bir hesaplamayla 23 kisinin farkl1 dogum giinlerine sahip olma olasiligin1 asagidaki gibi

elde ederiz:

364 363 362 343
P(AC) = 228 200 o D002 o 220
(4= 365 % 365 <365 X % 365

Buradan, (8.8) esitligini kullanarak P(A) olasiligin1 elde ederiz.

Genel olarak, k kisi i¢in bu carpimi 1 — &1 terimine kadar siirdiiriiriiz. SageMath
ile bu hesaplamay1 yaparken bir for dongiisii isleri kolaylastiracaktir. Asagida grup-
taki kisi sayisina baglh olarak istedigimiz olasili§1 veren, dg adinda bir dogum giinii

fonksiyonu tanimliyoruz:

def dg(k):
olas=1
for j in [1..(k-1)]:
olas=olas*(1-j/365)
return( (1-olas).n() )

dg(23)

0.507297234323986

Yukarida, 23 kisilik durum igin olasilik sonucunu elde ettik. 75 kisi i¢in:
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dg(75)

0.999719878173811

Bu durumu daha somut ve genel bir sekilde gormek i¢in grafigi inceleyelim. Kisi
say1st ve ona karsilik gelen olasilik bilgisini veren grafigi ilk 75 deger icin 1ist_plot
ile cizelim:

list_plot( [ (j, dg(j)) for j im [1..75] 1 , size=3 )

1.0 B
0.8 -
0.6
0.4 4

0.2 4

10 20 30 40 50 60 70

Goriildiigii tizere oldukg¢a hizli biiyiiyen bir fonksiyon var karsimizda.

Not 8.15.1 Bu hizli biiyiime kisi sayis1 biraz arttiginda hesaplamada bazi sorunlara ne-
den olur. Eger dg(150) degerini hesaplarsaniz cevabin sagma bir sekilde 1 oldugunu
goreceksiniz. Bunun sebebi SageMath’in kullandig1 hassassiyetin (precision) varsay1-
lan degerinin 53 bit olmasi. Bunu arttirmak i¢in prec komutunu kullaniriz. Agagida bu
hassasiyeti 600 bit aliyoruz ve artik 365°e kadar hassas hesaplamalar yapacak durum-
dayiz.

def dg(k):
olas=1
for j in [1..(k-D]:
olas=olas*(1-j/365)
return( (1-olas).n(prec=600) )

dg(365)

0.9999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999\
999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999\
99999999999999999999854504478438129659662860




8.16. Sudoku 171

Not 8.15.2 Goriildiigii iizere kisi sayisinin 365 oldugu durumda bile olasilik hala 1
degil, 1°den biraz kiiciik. Ciinkii olasilik 1-dg(365) gibi ¢ok kiiciik bir say1 olsa da
365 kisinin dogum giiniiniin 365 farkli giinde olma olasilig1 var tabii ki. Ama 366 (ya
da daha fazla) kisi oldugu durumda dogum giinii ayni giin olan birilerinin kesin olarak
bulunacagi agiktir. Bu durum matematikte Giivercin Yuvast Ilkesi olarak bilinir.

Alstirma 8.15.1 x, = 2 olmak iizere

1(n
xn+1=§ x__xn

ozyineli fonksiyonu veriliyor. Ik 50 iterasyonu zaman serisi olarak gosterin.

8.16 Sudoku

SageMath sizin i¢in sudoku da ¢oziiyor. Cozmek istediginiz sudoku bulmacasini matris
olarak yaziyorsunuz ve sudoku komutu size problemin bir ¢oziimiinii veriyor. Bilme-
miz gereken tek sey bulmacadaki bosluklar yerine 0 yaziyor olmamiz. Asagida basit bir
4 X 4 sudoku bulmacasi ¢ozdiiriiyoruz.

S = matrix( [ [3,0,4,01,[0,1,0,2],[0,4,0,3],[2,0,1,0] 1)
S

[304 0]
[010 2]
[0 4 0 3]
[2010]

sudoku(S)

[324 1]
[4 13 2]
[14 2 3]
[2 31 4]

8.17 Algoritmik Sanat

Programlama konusunda gelismek i¢in en uygun alanlardan biri hi¢ siiphesiz Algo-
ritmik Sanat. Ciinkii yaraticiliginiz sinirsiz takilirken kodlama beceriniz de onu takip
etmek zorunda kalacak ve boylece eglenerek gelisme sansiniz olacaktir. Bu bolimde
SageMath kullanarak birka¢ adimda basit bir algoritmik sanat 6rnegi olusturacagiz.
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Rastgele Ilerleyen Bir Dogru Parcasi Zinciri

Diyelim ki koordinat diizleminde (0, 0) noktasint alip bu noktanin x ve y bilesenlerine
—11ile 1 arasindan rastgele secilen birer say1 ekledik. Boylece yeni bir nokta elde ettik.
Yeni noktaya ayn iglemi uyguladik. Yani rastgele sayilar ekleyip bir nokta daha elde
ettik. Bu islemi 100 defa uygulayip noktalar1 ayni sirayla, dogru parcalar: kullanarak
birlestirdik. Asagida bu iglemi yapan bir program yaziyoruz. Detaylar ise soyle: Sa-
dece ilk noktay1, yani (0, 0) noktasini iceren bir L listesi olusturarak ise basliyoruz. Her
adimda bu listenin son elemaninin bilesenlerine rastgele sayilari, yani rx ve ry deger-
lerini (rastgele se¢im icin 4.9 numarali boliime bakiniz) ekliyoruz. Daha sonra append
komutu ile listeyi genisletip 1ine komutu ile noktalar1 birlestirip son olarak da grafigi
¢izdiriyoruz.

x0=0; yO0=0
L=[(x0,y0)]
for i in range(100):
rx=-1+2*random()
ry=-1+2*random()
L.append( (L[-1]1[0]+rx , L[-1]1[1]+ry ) )
line(L)

Simdi de bu iglemin biraz daha detayli ve bol secenekli halini fonksiyon kullanarak
yapmaya calisalim. Asagida rastgelel diye bir fonksiyon tanimliyoruz. Girdi olarak
sirasiyla; baslangi¢ noktas1 Py, renk, ¢izgi kalinlig1, saydamlik, boy/en orani, x araligi,
y arali1 ve figiir boyutu var. Bu arada axes=False komutu ile eksenleri gizleyelim.

def rastgelel(PO,iterasyon,renk,kalinlik,saydamlik,oran, xaralik,
yaralik, figboyut ):
x0=P0 [0]
y0=PO[1]
L=[(x0,70)]
for i in [1..iterasyon]:
rx=-1+2*random()
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ry=-1+2*random()
L.append( (L[-1]1[0]+rx , L[-11[1]+ry ) )

return line(L, axes=False, hue=renk, thickness=kalinlik,
alpha=saydamlik, aspect_ratio=oran, xmin=xaralik[0],
xmax=xaralik[1], ymin=yaralik[0], ymax=yaralik[1],
figsize=figboyut )

Fonksiyonu tanimladik. Simdi de bunu calistirip bir dogru pargasi zinciri elde edi-
yoruz.

rastgelel( (1.4,0) , 100, (.1, .1, .1 ), 10, .8 , 1, (-10,10),
(-10,10) , 10 )

Burada renk kodunu RGB iigliisii olarak almadik. Bunun yerine bu tip uygulamlarda
yonetimi daha kolay olan HSV fticliisii, yani Hue-Saturation-Value (Ton-Doygunluk-
Deger) olarak aldik. Bunun SageMath ifadesi 3.8.1 numarali notta verildigi iizere hue
komutu.

Rastgele Ilerleyen Pek Cok Dogru Parcas Zinciri

Simdi rastgelel fonksiyonunu (0, 0) noktasina defalarca uygulayip elde edilen gra-
fik ciktilarini birlestirelim. Bunu yaparken grafigin seceneklerini i parametresine bagl
olarak degistiridigimize dikkat edin:

sum( rastgelel( (0,0), 100, ( 1/(i"2+1) , abs(cos((i"2+1) )) , random()
) , abs(cos(i~2+1)) , abs(cos(i~2+1)) , 1 , (-30,30), (-30,30) ,15
) for i in [-20..20] )
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Kullanmig oldugumuz gorsel segenekler, komutlar ve fonksiyonlar icin biraz acik-
lama, detay ve oneri faydali olabilir:

1. Normalde grafik birlestirmeyi p1+p2 seklinde toplama islemi ile yapiyoruz. An-
cak burada pek cok grafik birlestirecegimiz i¢in bu islemi sum komutunu kulla-
narak yaptik.

2. Bu ornekte baslangic noktas1 olarak orijini aldik ve rastgelel fonksiyonunu
defalarca orijine uyguladik.

3. Renk i¢in kullanilan hue komutu (HSV ii¢liisii) 6nemli bir rol iistleniyor burada.
Kirmiz1 yogunluklu bir sonug elde etmek istedik ve bunu hue komutunun ilk
bilesenini birka¢ adim sonra 0’a yakin degerler alacak olan ﬁ fonksiyonu ile
yaptik.

4. Kosiniis fonksiyonu 1’den biiyiik olmayan degerler alacagindan, cizgiler higbir
zaman ¢ok kalin olmayacaktir. Ayrica saydamlik da kalin ¢izgilerde daha az, yani
cizgiler daha belirgin olacaktir.
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Cembersel Baslangic Noktalar:

Simdi de rastgelel fonksiyonunda kiigiik bir degisiklik yapalim: Rastgele sicramalari
rx=-8+10*random() ve ry=-8+10*random() olarak alalim. Yeni fonksiyonu uygu-
lamak icin de baslangi¢ noktasi olarak (0, 0) yerine hareketli noktalar secelim. Ornegin
(10cos i, 10sini) seklinde i parametresine bagli bir fonksiyon alalim. Bu fonksiyon,
baslangi¢ noktalarin1 merkezi orijin olan 10 birim yaricapl ¢ember iizerinde gezdire-
cektir. Bununla birlikte ¢izgi kalinligini1 0.1 gibi ¢cok daha ince segip iterasyon sayisini
da 2 gibi ¢ok daha kiiciik bir say1 alalim. Cember iizerinde hareketli noktalara 10000
defa bu fonksiyonu uygulayalim. Sonug asagida:

def rastgelel(PO,iterasyon,renk,kalinlik,saydamlik,oran, xaralik,
yaralik, figboyut ):
x0=P0 [0]
y0=P0[1]
L=[(x0,y0)]
for i in [1..iterasyon]:
rx=-8+10*random()
ry=-8+10*random()
L.append( (L[-1][0]+rx , L[-1]1[1]+ry ) )
return line(L, axes=False, hue=renk, thickness=kalinlik,
alpha=saydamlik, aspect_ratio=oran, xmin=xaralik[0],
xmax=xaralik[1], ymin=yaralik[0], ymax=yaralik[1],
figsize=figboyut )
sum( rastgelel( (10*cos(i),10*sin(i)), 2, ( 1/(i72+1) , abs(cos((i"2+1)
)) , random() ) , .1 , abs(cos(i~2+1)) , 1, (-30,30), (-30,30) ,15
) for i in [0..10000] )
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Not 8.17.1 SageMath kullanilarak elde edilen ¢esitli algoritmik sanat ¢caligmalari i¢in:
www.k-interact.net/ddsart

Ahstirma 8.17.1 Yukaridaki kodlar: kullanarak, kullanicimin iterasyon sayiswni, renk
fonksiyonunu ve bagslangi¢ noktasini (iterasyona bagl bir fonksiyon) girecegi bir inte-
raktif ara¢ olusturun.

Ahstirma 8.17.2 Yaraticthigimizi kullanin ve kendinize ait bir algoritmik sanat eseri
yaratin.



